pot interessar a un ampli sector de lectors, més
enlla de 'estricte servei docent que ’ha moti-
vada. De tota manera, és en la valoracié de 1’es-
til i Peficacia amb qué es comuniquen aquests
continguts on el llibre mereix els més encesos
elogis. Com a aspecte negatiu es pot esmentar
que es fa una presentacié massa matematitza-
da d’alguns dels temes, com per exemple de la
codificacié en canal. A canvi, els conceptes sén
manipulats en tot moment amb una combinacid

molt encertada de rigor i simplicitat. Els autors
no escatimen esforg ni talent per oferir en cada
demostracié I’argument més senzill i directe, tot
donant al conjunt del text una empremta d’e-
legancia ben agradable. Finalment, es detecta
arreu una encomiable preocupacié per ubicar
el lector, fent-li veure en tot moment, amb un
llenguatge molt curds i ame, on es troba i cap
on se’l vol dur amb els continguts que han de
venir a continuacié.

Enric Nart
UAB

Problemes

Saludem des d’aquf els lectors que s’interessen
per aquesta seccié i, abans dels enunciats i de
les solucions, en farem alguns comentaris.

El problema AS53 és forca conegut, pero
aqui en demanem la solucié general, cosa que
sembla requerir artilleria una mica potent...

El problema A54, ara que en Wiles ja va
demostrar I'altim teorema de Fermat, potser ja
no té tanta gracia, pero, de tota manera, en-
cara pot tenir interes trobar-ne la solucié per
metodes elementals.

Després de proposar-lo dues vegades, el pro-
blema A46 ja ha estat resolt, tot mostrant-nos
que tres pesades sén suficients. N'hem rebut
tres solucions i ens hem permes refondre-les en

una unica exposicié, perque ens ha semblat que
s’hi exposaven variants d’un mateix algorisme.

La solucié que hem rebut del problema A51
en mostra com, a partir de nombres enters p i g,
es poden generar solucions de a? + b? = ¢3 mit-
jancant les férmules a = 3pg® —p3, b = 3p?q—¢*
ic=p?+q?

Del problema A52 n’hem rebut solucions
d’Esteve Casas, de St. Celoni (dues) i de Joa-
quim Nadal i Vidal, de 'IES Cassa de la Selva,
a qui agralm el seu treball. A totes elles, pero,
es fa us del calcul integral i, per aquesta cau-
sa, no hem pogut resistir-nos a la temptacié de
publicar-ne una solucid, ben senzilla, que només
fa servir geometria elemental molt simple.

Una vegada més, agraim l'inestimable collaboracié d’aquells lectors que ens envien enunciats
de problemes per tal que els proposem aqui, i la dels que ens fan gaudir dels seus raonaments en
solucionar-los. Recordeu que, si voleu fer servir el correu electronic, 'adrega és cromero@pie.xtec.es.

Moltes gracies!

Problemes proposats

A53. Trobeu tots els nombres naturals tals que,
escrits en base 10, en passar la xifra de les uni-
tats a l'esquerra del nombre i posar-la com a
xifra més significativa, s’obté un altre nombre
que és el triple del nombre inicial.

A54. Demostreu que, si x, y i z sén nombres
naturals i termes consecutius d’una progressio
aritmetica, llavors no hi ha cap nombre n na-
tural, senar i més gran que 2 que faci bona la

igualtat

A55. (Proposat per José Luis Diaz-Barrero,
UPC.) Donats els nombres a,b,c € R, tots di-
ferents de zero, proveu que l'equacio

az?® 4 2(ab + be + ca)x 4 3bc(a +b+¢) =0

té totes les seves arrels reals.



A56. Disposem d’un sistema de dos eixos de co-
ordenades amb graduacié, n + 1 nombres reals
ag,ai,-..,0, 1 una abscissa x. Cal, fent servir
només un regle sense graduar (que no val per a

Solucions

A46.(Proposat per Jordi Ramoneda, Valldo-

reix) Tenim 12 boles iguals i indistingibles en
tot llevat del pes, ja que una d’aquestes pesa
diferent de les altres, no sabem si més o menys.
Disposem d’una balanca de dos plats. Quin és
el minim nombre de pesades que ens cal fer per
tal de trobar la bola diferent?

Solucié: (Refundici6 de les solucions que ens
han enviat Esteve Casas, de St. Celoni, Joa-
quim Nadal i Vidal, de 'IES Cassa de la Selva,
i Miquel Vilaplana.)

i) En primer lloc, cal veure que, amb menys
de tres pesades és impossible resoldre el
problema. En efecte, és ben clar que no és
possible amb una sola pesada i, si fos pos-
sible fer-ho amb dues, llavors tindriem que
en algun dels plats de la balanga (o fora,
sense pesar) hi hauria un minim de quatre
boles. Per tant, el problema es reduiria, en
el millor dels casos, a determinar, en una
sola pesada, de quatre boles, quina és la
que pesa diferent, i si pesa més (o menys).
Haurem de posar dues boles a cada plat o
una bola a cada plat. En el primer cas, si
es desequilibren no podrem saber res i, en
el segon cas, si pesen igual, la bola sera una
de les dues que no hem pesat. En qualsevol
dels casos no es possible resoldre el proble-
ma.

ii) La situacié que estudiem ara ens la tro-
barem en diversos trams de l’algorisme de
solucid: si tenim tres boles de les quals ja
sabem que una d’elles pesa més (menys)
que les altres dues, podem determinar qui-
na és amb una sola pesada. En efecte, po-
sem dues boles qualssevol, una a cadascun
dels plats de la balanca i, llavors, si la ba-
lanca queda equilibrada, la bola que bus-
quem és, precisament, la que no hem pesat;
en canvi, si hi ha desequilibri, la bola bus-
cada és la que fa baixar (pujar) el seu plat.

traslladar distancies) i un escaire o cartab¢ per
a tirar perpendiculars, determinar el punt

(x, ao—l—a1$+a2x2—|—...—|—an$").

iii) Ara ja podem resoldre el problema amb
només tres pesades:

Comencem per nombrar les boles de 1’1 al
12 i a fer-ne tres conjunts de quatre boles:

X:{1727374}7 Y:{5767778}7

Z ={9,10,11,12}

Pesada 1: Posem el conjunt X en un dels
plats de la balanca i el conjunt Y a l’altre.
Hi ha dues possibilitats:

Pesada 1/possibilitat 1: Hi ha equilibri.
Llavors la bola diferent és al conjunt Z i les
de X iY sén totes iguals. Ara fem la

Pesada 2: Posem en un plat tres boles del
conjunt X, les boles 1, 2 i 3, per exem-
ple, i a laltre plat tres boles del conjunt
Z, les boles 9, 10 i 11, per exemple. Torna
a haver-hi dues possibilitats:

Pesada 2 /possibilitat 1: Hi ha equilibri.
Llavors la bola diferent és la 12, i només cal
comparar-la amb la bola 1 (pesada 3) per
a saber si pesa més o menys que les altres.

Pesada 2/possibilitat 2: No hi ha equi-
libri. Aix0 implica que una de les tres boles
9,101 11 és la bola diferent. A més, veure
com el plat de les boles 9, 10 i 11 baixa o
puja ens informa que aquesta bola diferent
pesa més o menys, respectivament, que les
altres. Ara ja només cal sotmetre aquestes
tres boles, la 9, 10 i 11 a la prova descrita
a l'apartat i) (pesada 3) per a acabar el
problema.

Pesada 1/possibilitat 2: No hi ha equi-
libri. Aixo vol dir que la bola diferent és
alguna del conjunt X o del conjunt Y, i
que les boles del conjunt Z sén totes iguals.
Ara fem la

Pesada 2: Comparem el conjunt X' =
{1,9,10,11} amb el conjunt Y’ =
{2,3,4,5}. Hi ha aquestes tres possibili-
tats:



Pesada 2 /possibilitat 1: Hi ha equilibri.
Llavors, la bola diferent és entre les boles
6, 71 8 i també sabem si pesa més o menys
a partir de saber si el plat que contenia
el conjunt Y baixava o pujava a la prime-
ra pesada. Estem, doncs, en les condicions
d’aplicar la prova descrita a 'apartat i)

(pesada 3) i acabar el problema.

Pesada 2/possibilitat 2: Les posicions
relatives de X’ i Y’ sén les mateixes que
les de X i Y a la primera pesada. Aixo in-
dica que la bola diferent és o la 1 o la 5.
Ara ja només cal fer-la.

Pesada 3: Comparar la bola 1 amb la bola
9 (una qualsevol de les que ja sabiem que
s6n iguals). Poden passar dues coses:

Pesada 3/possibilitat 1: Hi ha equilibri.
Llavors la bola 5 és la bola diferent, i pesa
més o menys segons si el conjunt Y ha pe-
sat més o menys a la primera pesada.

Pesada 3/possibilitat 2: No hi ha equi-
libri. La bola 1 és la bola diferent i sabrem
inmediatament si pesa més o menys per-
que 'estem comparant amb una bola de la
queal ja sabem que és igual a d’altres deu
boles.

Pesada 2/possibilitat 3: Les posicions
relatives de X’ 1 Y’/ sén contraries a les de
X 1Y ala primera pesada. Aixo vol dir que
la bola diferent és entre les boles 2, 3 i 4.
A més, de la posicié dels conjunts X i Y a
la primera pesada podem deduir-ne si pesa
més o menys. Ara ja només caldra aplicar
la prova descrita a ’apartat ii) (pesada 3)
i acabar el problema.

A50. (Proposat per Pelegri Viader, UPF, ins-
pirat en I'article de G. Polya «On the Harmonic
Mean of Two Numbers>, The American Mat-
hematical Monthly, Vol. 57, nim. 1., gen. 1950,
pp. 26-28.)

En Joan fa la segiient juguesca amb la Joa-
na: <tria un nombre real qualsevol entre 91 11
(extrems inclosos); si t’equivoques en més del
10% del que hi ha escrit en aquest paper i que
jo no he vist, em pagues un cafe. Si no, te’l pa-
go jo». La Joana, que és una excellent alumna
de matematiques, s’ho pensa una mica, fa uns
quants calculs i diu un nombre al Joan. Aquest,
sense ni tan sols consultar el paper, li paga el
cafe. Quin ntimero havia triat la Joana?

Solucié:  (Solucié d’Esteve Casas, St. Celo-
ni.) Jo crec que ha triat el 9,9 i ara intentaré
justificar-ho: Sigui k£ el nombre triat, i conside-
rem la funci6

flay = 2 H

on x representa el nombre que hi ha en el pa-
per i que pot ser qualsevol nombre dins de I’in-
terval d’estudi. S’ha de veure que, si k s’escull
adequadament, la funcié no sobrepassa el valor
0,1. Una analisi senzilla fa veure que la funcid
f té un minim a z = k i que el(s) maxims es
troben en un o tots dos extrems de l'interval.
FEn efecte, només cal elevar la funcié al quadrat
per a fer-la derivable, i buscar-li els maxims ab-
soluts i, com que la derivada déna un minim, el
maxim és als extrems.

En conseqiiencia, el valor maxim assolit, en
funcié de k, és, o bé |9 —k|/9 o bé [11—k|/11 o
potser tots dos. Es clar que, pera k = 9,9, (ino
és casualitat!) el maxim és a tots dos extrems,
91 11, i val, precisament, 0, 1.

X

Solucié: (Solucié de Joaquim Nadal i Vidal,
de I'IES Cassa de la Selva.) Encara que 'enun-
ciat no ho diu, és clar que el nombre z que hi
ha escrit en el paper és de l'interval [9,11].

La Joana diu 9, 9 perque, llavors sempre tin-
drem que 'error € compleix

e<0,1x

En efecte, considerem aquests tres casos:
i) Sixz €19,9,9], llavors e = 9,9 — x. Pero
9<z=9-1,1<1,1z =
= 9,9<x+0,1z =
= 99-2<0,1z =
= e¢<0,1x.
i) Siz =9,9,
€=9,9-99=0<0,1-9,9.
iit) Siz € [9,9,11], llavors e = 2 —9,9. Pero
r<1l = 0,92 <0,9-11 =
= x—-0,1r<9,9 =
= x—-99<0,1z =
= <0,1x.
A51. (De Teaching Mathematics and its Ap-
plications, Vol. 12, num. 1, 1993, p. 45.)

Es ben conegut que, per a generar soluci-
ons enteres de a® + b?> = ¢2, cal prendre p i ¢
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enters qualssevol i fer a = p? — ¢, b = 2pq i
¢ = p®> + ¢%. Hi ha algun mecanisme similar per
a generar solucions enteres de a? 4 b? = ¢3?

Solucié: (Soluci6é d’Esteve Casas, St. Celoni.)
Abans de respondre, algunes consideracions:
L’expressi6é a? 4+ b? és multiplicativa. M’expli-
caré:

(a® +b*)(c* + d*) = (bd — ac)?® + (ad + be)?

cosa que vol dir que el producte de la suma de
dos quadrats, és la suma de dos quadrats.

De la teoria de les extensions algebraiques
de grau 2 sabem també que tot enter natural
que descompon en producte de primers, és su-
ma de dos quadrats si, i només si, a la seva des-
composicid surten un nombre parell de primers
congruents amb 3 modul 4 (Cfr.: Pierre Samu-
el, «Teoria algebraica de niimeros>, p. 94). Per
tant, ¢3 és suma de dos quadrats si, i només si,
també ho és c.

Per tant, si tenim una soluci6 per a ¢ i una
per a ¢, en podem trobar una per a ¢3. A I'in-
revés: si tenim una solucié per a ¢®, també en
podrem trobar una per a c i, com que per a c?
sempre n’hi ha, arribem a la conclusié que les
solucions de ¢® es poden trobar amb les de ¢ i
les de 2.

El problema es redueix, doncs, a trobar les
solucions per a c. Si p i ¢ s6n solucions per a c,
tindrem:

c=p +¢°
pero aleshores només caldra afegir

2 2
a=p°—q, b=2pq
. .« s 2 .
per a obtenir una solucié per a c¢°. I, a la inver-
sa, tota soluci6 de ¢ déna lloc, en fer servir els
p i q que pertoquin, a una solucié per a c.

En combinar-ho tot, podrem escriure:
Si a/2 —|—b’2 — 62 ia :p/2 _q/2 iy = 2p’q'i
c = p? 4 ¢'?, aleshores

63 — (a/2 _|_b/2)(p/2 + q/2)

que, segons hem vist al principi és una suma de
quadrats:

63 — (b'q' _ a/p/)2 + (a/q/ + b/p/)2
Per tant, si fem

a:b'q'—a'p', b:a'q'+b'p'
amb les @’ i b’ amb els seus valors corresponents
en funcié de p’ i ¢/, hem resolt el problema.

A52. (59th Annual William Lowell Putnam
Mathematical Competition)

Sigui s un arc qualsevol del cercle unitat, si-

tuat tot ell al primer quadrant. Siguin A 'area
de la regio trapezoidal compresa entre 'arc i
l'eix x i B 'area de la regi6é trapezoidal com-
presa entre l'arc i I'eix y. Demostreu que A+ B
només depen de la longitud de ’arc s i no de la
seva posicio.
Solucié: Siguin S 'area del rectangle EGK F
i S9 larea del rectangle CDHG. Es clar que
Sy = 2. Area (AOGK) perque el triangle i el
rectangle tenen la mateixa base i altura, i que
Sy = 2. Area (AOGH) per la mateixa raé. Per
tant:

A4+ B=S5+4 S2+42- Area(GHK) =
= 2. (Area(AOGK)
+ Area(AOGH) 4 Area(GHK)
— 2 (Area Sector(OHK)) =
= Longitud arc(s).

Carles Romero
IES Manuel Blancafort, la Garriga



